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Introducciol

Introduccién

Hawking, en 1974, demuestra que los agujeros negros estaticos radian con un
espectro igual al de un cuerpo negro.

Método: teoria semi cuantica. Esto es un primer acercamiento a la teoria
cuantica de gravedad.

Evaporacion de agujeros negros? la radiacion reduce la energia y, por lo tanto,
la masa de los agujeros negros. Se asocian cantidades termodinamicas a
cantidades caracteristicas de agujeros negros.

Pero la radiacién de Hawking ain no es completamente entendida porque
falta un sentido estadistico.
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Cuantizacién de Campo

Radiacién

de. Por simplicidad, tomamos un campo escalar ¢ sin masa, cuyo lagrangiano mas
Hawking simple es
Macarena
Lagos U. L= /d% |919%° 00 O (1)
oot Este lagrangiano es invariante ante transformaciones conformes:
Cuantica
b -2 ab 2
e e En 2D: g* — Q 7g* y Vgl = Q7V]gl (2)
Etpac;os En4D: g - Q%" v Vgl 2*"V)g o+—-0%% (3)
y, por lo tanto, la ecuacién de campo también lo es
ab 1 ab
9 VaVep = ——=0av—gg" 0p =0 (4)
V=9

En una regién plana o conforme plana, se elige una base completa y
ortonormal f,, de soluciones a esta ecuacién con frecuencia positiva.
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Cuantizacién de Campo

e El producto interno se define como
Hawking
Macarena . v * *
(fh) = —i / A5,/ =50"™ (fO " — By ) (5)
_ En particular, tendremos que
Cuantica
e o) =0 )
Z:pacios (fw7 fw/) =
Curvos
(fw7fw): (UJ—(/J)
En esta base, el campo escalar se expande como
6= [ dotaut +aLf) (6)
donde a,, y al, son operadores de destruccién y creacion, que satisfacen
[awvaw’] = [QL,GL/} = 0
[aw,al,] = 6(w —w')

Macarena Lagos U. Radiacién de Hawking



Estado Vacio

Radiacién ., . , . ,
de En esta region se define estado cuantico vacio |0), tal que

Hawking

Macarena a,]|0y =0 7

»10) (7)

Finalmente, se define el operador namero N,, como

Teoria

Cuantica Nw = aI,aw (8)

de

Campos , . L.

en que da cuenta del namero de particulas cuanticas de un estado.

Espacios

Curvos
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Transformaciones de Bogoliubov

Radéaec_m" En otra regidn plana o conforme plana se elige otra base de soluciones con
Hawiing frecuencia positiva p,,, las cuales estaran relacionadas por tranformaciones
=y lineales a las soluciones anteriores.

Estas transformaciones son llamadas de Bogoliubov:
-(I:—i:l::ica Puw = /dw/(aww/fw’ + 5ww’f:’) (9)
Campos
Z:pacios = fw = /dwl(a:/wpw/ - ﬂw’wpz’) (10)

Curvos

donde oy = (P, fur) Y Buw = —(pw, f2/) son los coeficientes que
relacionan las dos bases.
De igual modo, en esta nueva base hay nuevos operadores b, y b},

by = / do (s aur — Brral) (11)

= Ow = /dw,(aw'wbw’ + ﬁ:’wbl’) (12)
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Transformaciones de Bogoliuvob

Radiacién .. . . . . .
de Los coeficientes de Bogoliuvob satisfacen las siguientes propiedades:

Hawking
M. o
Macarena * * /
Lages U. / dw (0w, — BawBar,) = 6(2 — Q)

0

[e @)

Teoria / dw (aQWBQ'W - 59‘*’&9/“’) =0
Cuantica 0
de
Campos que surgen de imponer que las soluciones p,, también son una base ortonormal
Espacios y completa.

Curvos
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Teoria
Cuantica

Espacios
Curvos

Vacios Diferentes

Asi, el campo escalar ¢ también se puede expresar como
6= [ dolbp, + L) (13)

En esta nueva base se define un vacio |0), tal que
bo|0) =0 (14)

Vemos que, en general, la medicién del nimero de particulas depende de cual
base tomamos:

(0[N[0) = (0[bL b |0) = / e B ? (15)

Los dos vacios no son iguales debido al coeficiente .., que mezcla las
soluciones de frecuencia positiva con las de frecuencia negativa. Esto nos dice
que la definicién de particula depende de la regién, es decir, el nimero de
particulas depende del sistema de referencia.
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Efecto Unruh

Radiacién

de
Hawking I ——
Macarena Este efecto predice que particulas pueden ser detectadas en el vacio por un
Lagos U.

observador acelerado.

En particular, un observador con aceleracién propia constante mide particulas
de un campo escalar sin masa.

Efecto

Uty La distribucién de particulas es la caracteristica de un bafio termal de

radiacién de cuerpo negro.
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Metricas

e Trabajemos en un espacio-tiempo bidimensional de Minkowski:
Hawking
Macarena ds® = —dt® + dz* = —dudv (16)
dondeu=t—xyv=t+x.
Ahora consideremos un espacio-tiempo de Minkowski que sufre una
aceleracion constante. Este se obtiene con la transformacién
" in(an) " In(~au) (a7
v = =1In(av , u=—=In(—au
a a
Efecto y
Unruh
v=T+¢ , u=T-¢ (18)

de modo que la métrica queda
ds® = e**(—dT? + d¢?) (19)

Esta es la mérica de Rindler.
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Espacio-tiempo de Rindler

Macarena Lagos U.

En el espacio tiempo de Minkowski,
la trayectoria de un observador con
aceleracién ae™ % satisface

2t -t = %62(1& (20)

a

El dominio accesible para un
observador uniformemente acelerado
es x > |t|. Asi, decimos que u =0y
© = 0 son horizontes. Se necesita una
fuerza infinita para cruzar estas
fronteras.

i6n de Hawking




Soluciones de Campo cuantico

Rad:fec_ié" Para el caso de un campo escalar sin masa, la ecuacién que satisface en este
awidng caso es:
Macarena
Lagos U. 2 2
° . . 0% 0%
MlnkoWSk|: ﬁ — @ = (21)
*¢  0°¢
Rindler: — — — = 22
' aT? ~ o€ (22)
Se elige un conjunto completo de soluciones
Efecto efiw(tﬁ»z) 67“”7 efiw(tfz) e*iwﬂ
Unruh Minkowski: f, = jw = = 23
f drw 4w yJ 4w VarTw (23)
' e—m(T+g) i o~ iUT =€) o—ifu
Rindler: g = = y po= =
47 471 47 Q) 47

(24)

donde las funciones f,, y q. corresponden a ondas inward, y j. junto con p,,
ondas outward.
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Campo cuantico y vacio

R Las soluciones entonces son:
Hawking
HEe Minkowski: ¢ = / dw (fwaw + jodw + fhal, + j:dz,) (25)
0
Rindler: ¢ = / dQ (QQCQ + paba + gheh +pab§z> (26)
0
Los vacios en los dos espacios son tales que
Minkowski: a., [Oa) = dw |Oar) =0 (27)
Crecto Rindler: ¢, |0r) = b, |0g) =0 (28)

|
Debido al cambio de coordenadas, los operadores (aw, dw) # (ca,ba) y por lo
tanto |Oa) # |OR).
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Transformacién de Bogoliubov

__________________________________________________________________|
No hay vacio correcto. Respondemos a la pregunta, cual es la distribucion de
probabilidad para el nimero de particulas observadas en el marco acelerado
del estado |0ar).

Comparamos las dos expansiones en el dominio de Rindler. Como el cambio
coordenadas es 4 — u y U — v, entonces para ondas outward

|t (edeial) = [ a2 (pabo+rith)  @9)

De aqui se pueden escribir los operadores (bq, bg)) como combinacién lineal de
los (d., df,). Para esto se calcula la transformada de Fourier de esta ecuacién
en u.
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Transformacién de Bogoliubov

RHS:

:/ 0°°

~ du iQu ~ ’ * T
[ [ s

asy (e_i(g/_g)ub s 4 @+ upt )
/729/ Q Q/

:/oo dQ/ (80 = bar +8(Y + b, )

Macarena Lagos U.

siQ2>0
siQ2<0
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Transformacién de Bogoliubo

du i

HHs /mﬁ
w7

\

Qu /Ooo dw ( (@)d., +j$(a)d1,)

1(Qu—wﬂ)dw + ei(wﬂ+ﬂu)d1')

2m
= w _ i
=/ r( (@, Q) + P(—w,Q)dL. ) (31)
donde o g .
F(w,Q) = / U i Qu—wa) con U= —Eefa" (32)
Identificamos este resultado con
bo = [ do (abud — Brudl) (33)
0
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Niamero de Particulas

Los coeficientes de Bogoliubov son entonces

O = \/gF(w,Q) y  Baw= —\/gF(—w,Q) (34)

cuando w, 2 > 0.
Calculamos el valor de expectacién del niamero de particulas en el modo :

(Na) = (0ar| bba [0ar)

— o] [ do' (agurdl, ~ Bordur) [ der (adude — Boudl) [001)
0 0
[ i )
0

Para calcular esto usamos la siguiente propiedad de los coeficientes de
Bogoliuvob:

(5(9 — Q,) = /OOO dw (aﬂ’wa;lw - ﬁﬂ’wﬁgflw) (36)
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Niamero de Particulas

Rad(ijaecién Luego,
Hawking
WETET{E] o /
52— Q) :/ dw VZQ (F(w, Q)F* (0, 9) — F(—w, Q) F* (—w,2))
0
Usando que F(w,Q) = F(—w,Q)e™/®
e’} / - preYs
5(Q— ) = / ds 29 (eigt z 1) F—w, Q) F* (—w, )
0
Efecto
Unruh o / ™ Q! -1
:»/ dus Y ZQ F—w, Q) F* (—w, Q) = Giﬂt = 1) 5(Q — )
0

Y para Q = ¢

/OOO doo|Bal? = (55 —1) " 6(0) (37)
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Niamero de Particulas

Radiacién
de

Hawking __________________________________________________________________|
Macarena El nimero de particulas diverge porque es el total de particulas en todo el
B espacio.

Se puede ver que §(0) corresponde al voumen del espacio, entonces se define

una densidad de particulas:

(Na) = nadé(0) (38)
Efecto En este caso, )
saruh no = —54 : Bose Einstein (39)
ea —1

De aqui se identifica la temperatura:

T= Qﬁ : Temperatura de Unruh (40)
™
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Conclusiones

Un observador acelerado detecta particulas en el vacio de Minkowski. Es como
si este observador estuviera en un bafio termal con la temperatura de Unruh.

Interpretacion fisica: Un detector acelerado perturba el estado cuéntico del
campo alrededor de su trayectoria. Las particulas detectadas son reales y la
energia de estas particulas viene del agente que acelera el detector.

La existencia de los horizontes es la causante de la produccién de particulas.
En este caso, los horizontes se debian a la aceleracién del observador.

El efecto Unruh en la practica es dificil de usar. La aceleracién mas pequefia
que se puede usar para hervir agua es a = 27kpcT./h = 9.2 x 10**> m/s>.
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Agujero
Negro

Agujero Negro

Se predice que los agujeros negros emiten particulas hacia afuera del horizonte.

En particular, veremos que un agujero negro de Schwarschild emite particulas
de un campo escalar sin masa.

La radiacién emitida es la caracteristica de un cuerpo negro.

Se puede generar una teoria termodinamica de agujeros negros. Se predice la
evaporacién de agujeros negros pequefios.
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BH de Schwarschild: Coordenada Tortuga

El espacio tiempo de un BH de masa M, sin carga y no rotante, en la métrica
de Schwarschild es

-1
ds? = — (1 — ¥> dt? + (1 - ¥> dr® + r2d0? (41)

Definimos la coordenada tortuga r* como
2M " . . r
dr—<1—7>dr —=ri(r)=r 2M+2Mln(2M 1) (42)

de modo que la métrica queda
ds® = V(r)(—dt® + dr*?) + r2dQ° (43)
con V(r) = (1— 2.

o
Notar que r* esta definida sélo para » > 2M, asi que el dominio es el exterior

del BH. Para r — oo, la métrica tiende a Minkowski.
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BH de Schwarschild: Coordenadas de Kruskal

e Si se definen las coordenadas lightcone: u =t —r* yv =t +r", las
Hawking
coordenadas de Kruskal son
Logos U, o v
U= —4Me™ M y v =4Me? (44)
y la métrica queda
ds® = —gelfﬁdad@ + r?dQ? (45)
Y si por altimo definimos 4 =T — X yov =T + X,
Asier ds® = %elfﬁ(—dﬁ +dX?) + r2d0? (46)
egro r

Notamos que cuando r — 2M, la métrica tiende a la de Minkowski.
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Espacio-tiempo en coordenadas de Kruskal

Radiacién
de
Hawking I ——
R La transformacién de coordenadas es la misma que la del efecto Unruh.
e Kruskal equivale a un observador inercial mientras Schwarschild a un
obervador con aceleracién propia constante
I ——
* . .
En este caso X2 — T2 = (4M)2?e®" (W/4M Un observador a una distancia
. ., . —
constante del BH tiene una aceleracién propia constante ﬁe PP
I ——
Agujero L, z
Negro Hay completa analogia con el efecto Unruh, donde a = 1/4M. Sera que
— _1 9
— 8mM °
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Soluciones de Campo cuantico

Radiacién . 9% H
de Buscamos una base de soluciones a la ecuacién del campo escalar sin masa.
Hawking .
En la coordenada tortuga, ¢ satisface

Macarena
Lagos U.

—0y (r® sin 09, ¢) +0,+ (r* sin 09, ¢)+0p (V (1) sin 00 )+, (V,(’")

0 =0

sin 0 SO(ZS)
(47)

Por simetria en los angulos se propone una solucién del tipo: ¢ = %Ylm(é, ©),

y la ecuacién queda
(87 =02 +W(r) =0 (48)

donde W (r) = V(r) [ 1452 + 24|
Agujero Notamos que cuando 7 — oo, este potencial W (r) — 0 asi que las soluciones

Negro ,
de 1 cuando r — oo son ondas planas. Todo esto es analogo en las
coordenadas de Kruskal para r — 2M.
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Soluciones de Campo cuantico

Como las coordenadas de Schwarschild son regulares cuando r» — oo, éstas
son las apropiadas para expandir el campo en infinito:

o 1 —iwu wu —iwv W
¢ = / dw\/? (bwe +bI)€ + cue +CI)€ ) (49)
0 W

Como las coordenadas de Kruskal son regulares en r = 2M, éstas son
apropiadas para expandir el campo en el horizonte,

oo 1 o . . .
— do——— (dwe—zwu + dlezwu + awe—zwv + alezwv) 50
o= [ dwe (50)

Se definen los vacios |07) y |0k ) tales que

€w|07) =, [0r) =0 y au|0k)=du|0k) =0 (51)

Macarena Lagos U. Radiacién de Hawking



Radiacién
de
Hawking

Macarena
Lagos U.

Agujero
Negro

Niamero de Particulas

Respondemos a la pregunta de cuantas particulas outward del modo w se
miden en infinito con respecto al vacio |0x). Para esto calculamos

(N.) = (0x| blbe [0k ) (52)

Y por completa analogia al efecto Unruh,

1
No = 5 —79(0) (53)
de modo que finalmente,
1 . .

Ny = m : Bose Einstein (54)

De aqui se identifica la temperatura

1 .

Th = Vi : Temperatura de Hawking (55)
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Conclusiones

Un observador en infinito detecta particulas saliendo del agujero negro. El
agujero negro estd en un bafio termal con la temperatura de Hawking.

Este resultado es una caracteristica del agujero negro y sélo depende de la
masa. No depende de si el campo cuantizado era escalar o fermiénico, ni de si
el agujero tenia momentun angular o carga.

Interpretacién fisica: creacidén de un par particula y antiparticula justo en el
horizonte.

La temperatura de un agujero negro con la masa de sol, seria
T = 6.15 x 10~ 8K. Radiacién de fondo tiene T = 2.725K.
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Termodinamica de BH

Radiacién

de Se plantean las siguientes leyes de termodindmica para agujeros negros:
Hawking . .
m Ley 0: La gravedad superficial k sobre el evento horizonte es constante
M. . L.
Lagos U, en un agujero negro estatico.

m Ley I: Corresponde a una conservacion de la energia total junto con leyes
de conservacién de momentum total, momentum angular y carga. La
primera ley es

dM = S%d/l + ¢dQ + QdJ, (56)

donde © es la velocidad angular del agujero negro y ¢ es el potencial
electroestatico.
m Ley 2: El area A del evento horizonte es una funcién no decreciente en
Agujero el tiempo.
Negro . . . .. P z
m Ley 3: Es imposible que por cualquier procedimiento, sin importar cuan
idealizados sean, reduzca k a cero.

__________________________________________________________________|
Se conecta termodinamica con agujeros negros: Entropia con area superficial,
temperatura con gravedad superficial y energia con masa.

T=— S§=Z2 M=E
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Evaporacion de agujeros negros

De acuerdo con la ley de Stefan-Boltzman, los cuerpos negros radian un flujo

de energia dado por
L=oT"A (57)

donde o es la constante de Boltzman, T la temperatura de equilibrio y A el
area superficial del cuerpo.
Entonces la masa de un agujero negro decrecerd de modo que

1/3
% — L = M@)=M (1 - ;) (58)

donde 7 = 5120w M¢ corresponde al tiempo de vida de un agujero negro con
masa inicial Mj.

De aqui se estima que la vida de un agujero negro de la masa del sol es

T/ 6.7 x 10% afios, y para un agujero con masa M = 10"%gr es

7~ 8.49 x 10" afios.
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