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Problemas a resolver

Problema 1. En el espacio Euclideo de tres dimensiones, la ecuacién cartesiana
z = 2% + y? define un paraboloide de rotacién.

(a) Si cada punto sobre el paraboloide es etiquetado por sus coordenadas carte-
sianas (z,y), entonces el elemento de linea sobre esta superficie es

ds? = (1+ 4;,;2) dx? + (1+ 4y2) dy? + 8zy dx dy.

Muestre que, en este sistema coordenado, existe un punto, y sélo un punto,
en torno al cual el sistema coordenado cartesiano constituye un sistema lo-
calmente plano. Esto es, muestre que existe un punto O sobre el paraboloide,
tal que

g;w’o = Nuv> F'uya|o =0,

y en general g, a8/, 7 0.

(b) Alternativamente, el paraboloide se puede describir por coordenadas cilindri-
cas x = rcos ¢, y = rsin¢. Obtenga las componentes del tensor métrico en
esta nueva base. jEs la nueva base ortogonal? ;jEs ortonormal? ; Constituye
este sistema coordenado un sistema localmente plano en algin punto?

(c) Obtenga las conexiones en la base cilindrica, y escriba explicitamente las
derivadas de los vectores base con respecto a las coordenadas. Interprete su
resultado en términos de cambio de longitud o direccién de los vectores base.



Problema 2. Considere el cambio de coordenadas en el espacio Euclideo tridi-
mensional (x,y, z) dado por
sinh 7 cos ¢ sinh 7 sin ¢ sino
=q————

M b Z )
cosh7 — coso cosh7 — coso cosh7 — coso

en donde a es constante.

(a) Encuentre los vectores base del sistema coordenado (o, 7, ¢), en términos de
la base cartesiana.

(b) Encuentre la métrica en el sistema coordenado (o, T, ¢).

(c) Encuentre las derivadas de los vectores base de (a) con respecto a las coor-
denadas (o, T, ).

(d) (BONUS) Encuentre el Laplaciano de un campo escalar ¢ en las coordenadas
(0, 7,¢) (ver problema siguiente, tltimo inciso).

Problema 3. Si S es un campo escalar arbitrario, A* es un campo vectorial
arbitrario, g,, es el tensor métrico, g = det(gu.), y I'*,,, es la conexién, probar
las siguientes identidades:

(a) gaﬁ v =Tapy +Tgay, con Logy = gauruﬁy
(b) g =-—TI.g ub _ FB g

() g = —9%9‘” =997 9870

(@) T = (0 v/lol)

(e) Aa;a = |g|~1/? (\g\l/QAa)ﬂ (divergencia del campo vectorial A*)

(f) S, = lg|~1/2 (|g|1/29a55’,5) ., (laplaciano del campo escalar S), con V¢
gaVVMV

Problema 4. Debido a su rotacion, la superficie de la Tierra es una esfera leve-
mente achatada en los polos. Suponga que la superficie de la Tierra es modelada
por una métrica con un eje de simetria que produce un elemento de linea

ds® = a®(d0* + f? d¢?)

en donde f = sinf(1 + esin? 6), € siendo un parametro adimensional pequeno.
., Qué valores para a y € reproducen mejor los radios polar y ecuatorial conocidos?
Dato: radio polar de la Tierra: 6357 km. Radio ecuatorial de la Tierra: 6378 km.

Problema 5. Sobre la superficie de una esfera unitaria, el vector Aes igual a €g en
el punto 6 = 0y, ¢ = 0. ;Qué es A después de que es transportado paralelamente
sobre el circulo 8 = 6y? ;Cudl es la magnitud de A?
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