
Facultad de F́ısica
Instituto de F́ısica

Tarea 2
Relatividad y Gravitación

Profesor: Máximo Bañados
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Problemas a resolver

Problema 1. En el espacio Eucĺıdeo de tres dimensiones, la ecuación cartesiana
z = x2 + y2 define un paraboloide de rotación.

(a) Si cada punto sobre el paraboloide es etiquetado por sus coordenadas carte-
sianas (x, y), entonces el elemento de ĺınea sobre esta superficie es

ds2 = (1 + 4x2) dx2 + (1 + 4y2) dy2 + 8xy dx dy.

Muestre que, en este sistema coordenado, existe un punto, y sólo un punto,
en torno al cual el sistema coordenado cartesiano constituye un sistema lo-
calmente plano. Esto es, muestre que existe un punto O sobre el paraboloide,
tal que

gµν |O = ηµν , Γµνα|O = 0,

y en general gµν,αβ |O 6= 0.

(b) Alternativamente, el paraboloide se puede describir por coordenadas ciĺındri-
cas x = r cosφ, y = r sinφ. Obtenga las componentes del tensor métrico en
esta nueva base. ¿Es la nueva base ortogonal? ¿Es ortonormal? ¿Constituye
este sistema coordenado un sistema localmente plano en algún punto?

(c) Obtenga las conexiones en la base ciĺındrica, y escriba expĺıcitamente las
derivadas de los vectores base con respecto a las coordenadas. Interprete su
resultado en términos de cambio de longitud o dirección de los vectores base.



Problema 2. Considere el cambio de coordenadas en el espacio Eucĺıdeo tridi-
mensional (x, y, z) dado por

x = a
sinh τ cosφ

cosh τ − cosσ
, y = a

sinh τ sinφ

cosh τ − cosσ
, z = a

sinσ

cosh τ − cosσ
,

en donde a es constante.

(a) Encuentre los vectores base del sistema coordenado (σ, τ, φ), en términos de
la base cartesiana.

(b) Encuentre la métrica en el sistema coordenado (σ, τ, φ).

(c) Encuentre las derivadas de los vectores base de (a) con respecto a las coor-
denadas (σ, τ, φ).

(d) (BONUS) Encuentre el Laplaciano de un campo escalar φ en las coordenadas
(σ, τ, φ) (ver problema siguiente, último inciso).

Problema 3. Si S es un campo escalar arbitrario, Aµ es un campo vectorial
arbitrario, gµν es el tensor métrico, g = det(gµν), y Γµνα es la conexión, probar
las siguientes identidades:

(a) gαβ,γ = Γαβγ + Γβαγ , con Γαβγ ≡ gαµΓµβγ

(b) gαβ,γ = −Γαµγg
µβ − Γβµγg

µα

(c) g,α = −ggβγgβγ,α = ggβγgβγ,α

(d) Γααβ =
(

ln
√
|g|
)
,β

(e) Aα;α = |g|−1/2
(
|g|1/2Aα

)
,α

(divergencia del campo vectorial Aµ)

(f) S ;α
;α = |g|−1/2

(
|g|1/2gαβS,β

)
,α

(laplaciano del campo escalar S), con V ;α
µ ≡

gανVµ;ν

Problema 4. Debido a su rotación, la superficie de la Tierra es una esfera leve-
mente achatada en los polos. Suponga que la superficie de la Tierra es modelada
por una métrica con un eje de simetŕıa que produce un elemento de ĺınea

ds2 = a2(dθ2 + f2 dφ2)

en donde f = sin θ(1 + ε sin2 θ), ε siendo un parámetro adimensional pequeño.
¿Qué valores para a y ε reproducen mejor los radios polar y ecuatorial conocidos?
Dato: radio polar de la Tierra: 6357 km. Radio ecuatorial de la Tierra: 6378 km.

Problema 5. Sobre la superficie de una esfera unitaria, el vector ~A es igual a ~eθ en
el punto θ = θ0, φ = 0. ¿Qué es ~A después de que es transportado paralelamente
sobre el ćırculo θ = θ0? ¿Cuál es la magnitud de ~A?
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