Relatividad y Gravitacién, 2002/2
Prof. Maximo Banados

Interrogaciéon # 3
TIEMPO: 2 horas y 30 minutos

En los problemas (1) y (2) de esta interrogacién se usara la métrica,

ds® = —f(r)dt* + ;i(r:) + 72(d6* + sin” Od¢?), (1)
cuyos simbolos de Christofel distinton de cero son (’ := d/dr),
Iy = @2 f () f'(r), T = Q2)f(r)/f(r),  T7 = =(1/2)f(r)/ f(r), (2)
F9r9 =1/r, F¢7«¢ =1/, [y = —1f(r) (3)
F¢9¢ = cosf/sin 0, I, =—f(r)rsin*0 F9¢¢ = —sinfcosf (4)

y las componentes independientes de la curvatura distintas de cero son (recuerde las simetrias de R )):

1

Rtrtr = —§f ”(7“)7 the = wa = RT@re = Rmsm = —f/g(:% R0¢e¢ = %2(10) (5)
Problemas:
1. Sea A,(x) las componentes del 4-vector potencial electromagnético y F,, = 0,4, — J,A,. Las
ecuaciones de Maxwell sobre un espacio curvo descrito por una métrica g, son
F*, =47 J* (6)

donde el simbolo ; representa derivada covariante en la métrica g,,, y F* = ¢g*?¢"°F,,. (Note que
no es necesario usar derivadas covariantes en la definicién de F),,.)

(i) Considere una carga puntual situada en el origen. Suponga el siguiente ansatz para el 4-vector A,

AM = {(p(T‘), 0,0, O}

donde ¢(r) solo depende de r. Resuelva las ecuaciones (6) para r # 0 (J = 0) usando como métrica
el elemento de linea (1), y encuentre o(r).

(ii) El tensor de energia momentum asociado al campo electromagnético es:
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T =4 (Fﬂprp — FA”FA,J> (7)
Demuestre que Ty, evaluado en la soluciéon encontrada en el problema anterior toma el valor Ty, =
f(r)q?/ (87 r*) donde g es una constante de integracién que se identifica con la carga eléctrica situada

en el origen.



2. Considere ahora las ecuaciones de Einstein con una fuente electromagnética,

G, =8rT,

iz

donde 7}, fue dado en el problema anterior.

(i) Resuelva estas ecuaciones y encuentre la funcién f(r) que aparece en (1). Ayuda: Puesto que hay
solo una incognita, basta con considerar la ecuacién Goy = 87 Tyy donde el valor de Tjg fue calculado
en el problema anterior. Escriba explicitamente esta ecuacién diferencial para f(r) y demuestre que

su solucién es )
2m  q
fr)=1- Y
donde m es una constante de integracién. ;Que representa m?

(ii) /Representa esta solucién un agujero negro? Si su respuesta es si, encuentre la posicién del
horizonte de eventos en términos de m y gq.

3. Considere el modelo cosmolégico visto en clase
ds® = —dt* + R*(t)hy;(2?)dx'da’

donde R(t) solo depende de t, y h;;(z") solo depende de las coordenadas espaciales. El contenido de
materia es un fluido ideal con presién y densidad que solo dependen del tiempo

™ = (p+ p)u'u” +pg".

En el sistema comévil del fluido, encuentre la relacion entre p(t), p(t) y R(t) que sigue de la ecuacién
de conservacion T",, = 0 , y explique su significado. No haga ninguna suposicién sobre h;;. Ayuda:
considere solo To”;l, = 0, pero sea cuidadoso en expandir primero la derivada covariante y luego tomar
i = 0. Recuerde que g, u* v’ = —1.



