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Problema 1

Se tiene un alambre infinito con densidad de carga uniforme A. Rodeando al alambre se encuentran
un corteza cilindrica infinita de radio interior a y radio exterior b, la cual tiene la siguiente densidad
de carga:

Con « una constante cualquiera. Calcule el campo eléctrico en todo el espacio.

Solucién

Lo primero que vemos son las simetrias del problema las cuales son:

= [nvariancia por traslacion en el eje z.
= [nvariancia por rotacién en torno a .

= Las densidades de carga o son constantes o dependen solo del radio.

A partir de esto podemos reducir las 3 componentes del campo eléctrico a solo una, de modo que
este tiene la siguiente formas:

E = E(r)? (1)

Entonces usando la ley de Gauss con un cilindro de radio r y largo L se tiene que:

/E -dS = / +/ —i—/ con dS = rdpdz(#) en el manto
manto Tapal Tapa2

con dS = rdrdo(+2) en las tapas

El flujo se anula en las tapas porque E 1dS por lo tanto se tiene solo el flujo en el manto, el cual
es:

/ E-dS = /0 ' /0 7 E(ryrdpdz = E(r)r - 2rL (2)

Con esto el campo eléctrico tiene como modulo:



1
E(T) - omeoLr Qene (3)

Solo falta calcular la carga encerrada Qene, para lo cual distinguimos las siguientes 3 regiones:

(1) r<a

Aqui la carga encerrada es simplemente:
L
Qenc = / Adz = AL (4)
0

por lo tanto usando (3), el modulo del campo eléctrico es:

E(’I”) - 271')6\07' (5)

() a<r<b

Aqui la carga encerrada es:

Qenc = Qalambre + Qcilindros

L r27 pr o
= AL+ / / / fgr'drldgodz
0 0 a

r
1 1

AL+ 2rat (- 1)
a r

y reemplazando en (3):

E&)ZQW;T[A+2wa<i——i>] (6)

(1) »>b

Es similar el punto (II), solo que en la integral de los cilindros solo hay que reemplazar r por b,

por lo que queda:
Bir)= —— |a+2ma (-1 (7)
"= 2mweqr e a b

Resumiendo el campo en las 3 zonas:

—» A

E= 7 para r < a
2meqr

- 1 1 1

E = [)\+27roz()]f paraa <r <b
2meqr a r

- 1 1 1

E = A2 | —— = || 7 parar >b
2mweqr a b



Nota: recordar que el campo eléctrico es un vector, por lo tanto siempre debe llevar la direccién,
y no solo el modulo.

Problema 2

Considere una esfera de radio R y carga positiva () con densidad de carga uniforme. En el interior
de la esfera se introduce una carga puntual de masa m y carga —q.

a) Demuestre que la posicién de equilibrio para la carga —q es el centro de la esfera.

b) Demuestre que si la carga —q que esta en el centro de la esfera es desplazada de su posicién de
equilibrio a una distancia menor que R, entonces esta oscila en torno al centro con movimiento
armoénico simple. Calcule la frecuencia de oscilacion.

Solucion

a) Un punto de equilibrio va a ser donde F= 0, o dado que es una carga, se tiene F= —qE , por lo
tanto un punto de equilibrio va a ser donde E = 0.

Antes de calcular el campo eléctrico nos damos cuenta de las simetrias del problema, dado que la
densidad de carga es uniforme, esto nos indica que no importa hacia donde orientemos el sistema
de referencia, la densidad de carga siempre es la misma, por lo tanto el campo eléctrico no depende
de 6 ni de ¢ y este apunta en la direccién 7, es decir, E = E(r)7. Ahora calculamos la densidad de
carga:

=g X )

V  4nR3
Ahora nos aprovechamos de las simetrias del problema usando la ley de Gauss para calcular el
campo eléctrico, para lo cual usamos como superficie Gaussiana una esfera de radio r y centrada

en el origen, con lo que se tiene que dS = r?sin Odrdfder y reemplazando en la ley de Gauss:

/E"ds‘«':Qenc

€0
1 2
€0 Jo

27 pm T T
/ / E(r)r?sin 0drdfdeoi - i = / / pr'? sin Odr' dfdy
0 0 0 0
r 3Q

1
E(r)r’4m = 477/0 477R3T/2dr,

€0
Q r
Elr)=——
(r) 4meg R3
Entonces el campo eléctrico es:
5 Q r
EF=—— 9
4dmeg R3 " (9)

Por lo tanto el tinico punto para el cual E=0esr=0.



b) Usando Newton sobre la carga —q se tiene que:

mad = F (10)

ma,;t = —qE (11)
R qQ .

ma, Tt = pr— (12)

Aqui se ve que la fuerza es proporcional y contraria al desplazamiento (ecuacién oscilador arméni-
co) por lo tanto se concluye que se trata de un movimiento arménico simple.

Para calcular la frecuencia nos acordamos de la ecuacién de movimiento armdnico en un resorte
md + kx = 0, donde la frecuencia venia dada por w = y/k/m, en nuestro caso la frecuencia va a

() g .

dmegR3m

Problema 3

Un atomo de hidrégeno se puede modelar con el protén como una carga puntual en r = 0 y
el electron dispersado en una distribucion esférica alrededor del protén, por lo que el electrén es
equivalente a una densidad de carga por unidad de volumen dada por:

—__9 —2r/ao
p(r) a3’
donde ag = 5,29 x 10~ m se llama radio de Bohr. Con esto calcule:

a) La cantidad total de la carga del d4tomo de hidrégeno encerrada dentro de una esfera con radio r
centrada en r = 0. Demuestre que cuando r — o0, la carga encerrada tiende a cero.

b) Encuentre el campo eléctrico (magnitud y direccién) causado por la carga del dtomo de hidrégeno
como funcién de r.

Solucion

a) La carga encerrada vendra dada por:
Qenc =qp + e =q+ /,O(T)dv (14)

donde g, es la carga del proton y g. es la carga que aporta el electron. La carga encerrada es:



q 2 T s ,
Qenc =q— —3 / / / e 2r'/a0y 2 i Odr’ dOdy
Tag Jo 0o Jo

.
—q— ig : 477/ r2e=2r'[ao gyt (con u = 2r/agp)
0

Integrando por partes 2 veces la integral se obtiene:

2r/ 2
/ r/ao u2efudu _ —4%672”&0 . 4l6—2r/a0 _ 2672T/ao ) (16)
0 ap ao

Si se reemplaza (16) en (15) se encuentra que la carga encerrada es:

2
T2l

Qenc = qe—2r/a0 |:2 :|
ao ag

(17)
Por 1ltimo, haciendo r — oo se encuentra que Qene — 0 ya que la exponencial va mas rapido a 0
de lo que el polinomio entre los paréntesis tiende a oo.

b) Viendo las simetrias del problema notamos que la densidad de carga solo depende del radio, por lo
tanto tenemos que el campo eléctrico solo dependerd de r, es decir, E = E(r)#. Si elegimos como
superficie Gaussiana una esfera centrada en el origen y de radio r se tiene que por la ley de Gauss:

€0
2m ™
E(r)r2/ / sin 0dfdyp = Qene
o Jo €0
1
E = 7 Wenc 18
() = =@ (18)

Si finalmente reemplazamos Qe de la ecuacién (17) en (18) se encuentra que el campo eléctrico
es:

2
g a [222 +o 4 1] f (19)
Problema 4

Una region en el espacio contiene una carga total ) que esta distribuida en forma esférica en una
zona de radio R. La densidad de carga esta dada por:



3ar/(2R) para r < R/2
p(r) = afl - (+/R)?) para R/2<r <R
0 parar > R

a) Calcule « en términos de Q y R.

b) Calcule el campo eléctrico como funcién de r para las 3 regiones.

Solucién

a) Definamos como (I) la zona de r < R/2, como (II) la de R/2 < r < Ry como (III) la de » > R.
Con esto podemos decir que la carga total encerrada va a ser:

QZQ1+Q11=/p1dV+/pUdV (20)

La integral es usando coordenadas esféricas, y dado que las densidades son radiales nos va a salir
un 47 de cada una de las integrales por la integracién en los angulos, con lo que queda:

R/2 R
Q= 477/0 pr rdr + /R/2 prr ridr (21)

Entonces para Q)

Ahora para Qr:

R 2
Qrr = 47ra/ [1 - ] rdr (usando u = r/R)

= —naR? (23)



Insertando (22) y (23) en (21):

3
Q _ 3a7TR 47 R3 77TOKR3 (24)

32 120 120" 480

Y por ultimo despejamos « en términos de QQ y R:

_ 430 Q
© 233 7R3
Dado que las 3 regiones poseen simetria esférica y que la densidad de carga solo depende de r,

entonces podemos decir que el campo eléctrico solo depende de 7 y no de # ni de ¢ y que tiene la
siguiente forma:

(25)

—

E = E(r)f (26)

Aprovechando esto, usamos la ley de Gauss con una esfera de radio r como superficie Gaussiana,
lo que:

2 s T
/E .dS = / / / E(r)# - r?sinfdr'sdd = E(r) - 4mr? = Cene (27)
o Jo Jo €0

Como tenemos 3 regiones diferentes y la integral del E sobre la esfera es siempre la misma, lo que
tenemos que hacer es calcular la carga encerrada en cada region.

(I) r<R/2
En este caso la carga encerrada por una esfera de radio r es:

Q /27|' / / 30[7‘ /2d7“/

_ 3ar A
2R’

Si reemplazamos « de (25) y colocamos Qepe en (27):

3
E(r) - 4nr® = 2;; rd
3 480 Q
E(r) = B 2
(") = Shes 233 7R3
180 Q 72
E(r) = — < __
(r) = 533 reo R

y dado que el campo eléctrico es un vector, le agregamos la direccién:

180QTA

E =
233 meg R

J



(IT)

(111)

R/2<r <R

En este caso la carga encerrada va a ser:

27 s T 2
Qenc = QI + Oé/ / / |:1 — ?”2:| r’Qsiner’dﬁdcp (29)
o Jo Jrs2 R

Donde Qg es la carga de r < R/2 de la ecuacién (22). De la integral va a salir un 47 de la
integracién en theta y ¢, y usando la sustitucién u = r'/R se tiene que:

r/R
Qenc - QI + 47TOZR3/ u2 — u4 du
1/2
3arR3 173 17° 17
= draR? | — — o — — —
32 T [3}23 5 RS 480}

1r3 175 23
reemplazando «

=4 3| - - 22

maft {333 5R5 1920
480Q 172 1% 23

T 9337 [3R? T 5R5 1920

Colocando Qenc en (27):

E(r)-4mr?® =4
(r) - dmr® = dm 3R? BRS 1920

__480Q ([1r° 1r° 23
© 233¢omr2 |3R3 5 RP 1920

1480Q [1 73 149 23
€ 233w

E(r)
y nuevamente, como el campo eléctrico es un vector le agregamos la direccién:

L 480Q 13 140 23 7.
3R3 B5RS 1920

233¢eqmr? " (30)
r>R

En este caso la carga encerrada es la carga total de la esfera, es decir, Q). Por lo tanto el
campo eléctrico es el de una carga puntual:

N 1 Q
E=_—— %5 31
47T607’2r (31)

Por tdltimo resumimos el campo en las 3 zonas:



&=

&=

=

180 Q 72 .
233 o RY
480 @ [17 149 23 1.
233eonr? |3R3 5 RS 1920]
1 Q.

— arar > R
dmreq 12 P

parar < R/2

para R/2<r <R



