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1. Funcién de onda a segundo orden: caso no degenerado

Demuestre que la correccién a segundo orden de la funcién de onda en teoria de perturbaciones no degenerada
esta dada por

D) = ZZ W H o) | B | m>|¢ - Z< D H | ) $P>|H/|¢SP>>W<0>>
2 9
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donde Hy | w,(LO)> =Y | w,(LO)> y el Hamiltoniano completo del sistema estd dado por H = Hg + AH'. Se le
recomienda seguir la misma derivacién hecha en clases, para ello expanda

E,=EY +AEM + B + .., | n) = 0) + X | ) + A2 | D) +

siendo | ¥,,) y E,, las autofunciones de onda y autoenergias del Hamiltoniano H, es decir, H | ¥,,) = E,, | ¥y,).

2. Electroabsorption quantum well

Considere un electrén de masa m y carga —e (e > 0) que estd inmerso en un pozo de potencial unidimensional
de ancho 2L. El pozo de potencial es modelado con el siguiente Hamiltoniano
n? d?
Hy=——— —L<z<L
0 2m da?’ ’
Suponga que se aplica un campo eléctrico débil E = E,& que genera un interaccién Coulombiana con electrén
del pozo cudntico y que estd dada por el Hamiltoniano

H' = —eE,z, e >0,
(a) Encuentre las funciones de onda normalizadas | w,ﬁo )> y los niveles de energia ET(LO)
problema

asociado al

Ho | ) = B [ ),

demuestre que

1 nm h%m?n?
(0) = — si e — (O) = =
) =1/ 7 sin <2L (x L)) , E) G2 n=123,..

Note que los valores de n negativos no son considerados puesto que generan funciones de onda idénticas,
salvo un cambio de signo. Por lo tanto, en este problema no hay degeneracion.
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resolver de manera perturbativa el Hamiltoniano
b) Al 1 d bati 1 Hamiltoni
H = Hy+ \H, A = 1 (perturbation on), A = 0 (perturbation off),

se pueden hallar las funciones de onda | ¢,,) y los niveles de energia F,, asociados al problema

donde
) =1 0O) 4 A [ 0D) 422 [ 6@+ By = B0 4 AED + AR 4.,

Demuestre que
EY = () | H' | 9{) =0,

2
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para ello use las siguientes integrales
L
. o /N )
—(x—L))de=0
/_ . xsin ( 5T (x— L)) dz =0,

L mr . (nm 2 nm e
/_ 51n<2L( L))xsm(i(w—L)) dr = 87TL2 (1(7‘;(_;)2)2 ),

(c) Usando A = 1 demuestre que para n = 1, a segundo orden en teoria de perturbaciones se obtiene

que
E,L2\?
B ot (MY
E! m

con o = 0,004 para ello use el siguiente resultado

i ™ _ 5 20004
1—4m2 T 12288 4006

m:l

esto quiere decir que la perturbacién disminuye la energia del ground state del sistema.

3. Oscilador Arménico perturbado con z*

Considere un oscilador arménico unidimensional cuyo Hamiltoniano estd dado por

1
Hy = g—m + 2mw2x2

sabemos que al resolver el problema de autovalores
Ho | 9{) = EP [ 9{),

se obtiene que los niveles de energia estan dados por

1
Er(lo):ﬁw(2+n>7 n:0717273?“'



y que usando los operadores de creacién y destruccién definidos como

o = /™ x—i = x—i—L
—V 2m mwt )’ “V 2m met )’

respectivamente, se puede escribir el hamiltoniano del sistema como
1 .t
Hy = hw 3 +a'a |,

donde la accién de estos operadores sobre la base de funciones de onda | @b,(lo))

at 9@ = v+ 1|9v0,,), a| 0y = v ),

Considere que el sistema es perturbado con un Hamiltoniano de la forma H’ = z*, demuestre que usando
teorfa de perturbaciones no degenerada a segundo orden y un sistema de unidades en donde i/(2mw) = 1,
la correccion a la energia del ground state estara dada por

estd dada por

3. 21
EO:E(()O)+AE(§1)+)\2E(()2)+...:1+ZA—E)\2+...

Para resolver este problema se recomienda expresar

h 2
o =at= <2mw) (' +a)* = (a' +a)*,

y usar la accion de los operadores de subida y bajada al momento de calcular valores de expectacién. Note
que la iltima igualdad se debe tinicamente a las unidades utilizadas.
4. Solucidén exacta v/s teoria de perturbaciones

Considere el siguiente Hamiltoniano

0 0 i
H = Hy + A\H, H0—<€01 52), H’—<_m ’g)

(a) Resuelva el problema de autovalores de manera exacta, es decir, resuelva

len> :En|1/)n>a

y demuestre que

E1:%<1+\/1+tan29>+%(1—\/1+tan29),
Egz%(lf\/l+tan29)Jr%(lJr\/lthanQQ),
donde
2 a
tanf = ,
€1 — &2

y que los autofunciones de onda son

- () e = ().



(b) Ahora use teoria de perturbaciones, primero, resuelva el problema
Hy | w7) = B [ ),
v luego con ello encuentre las correcciones a primer y segundo orden de la energia, es decir
E,=E® + XEMD £ N2EO 4

encuentre E,(Ll) y E§L2) paran =1,2.

(c¢) Compare el resultado exacto con el resultado perturbativo, para ello expanda en series de Taylor
en resultado exacto, usando que

1
\/1+$%1+§x, para x = tan®f < 1,

esto quiere decir que a\/(e1 — £2) < 1, lo que se puede justificar al considerar que H’ es una pertur-
bacién al Hamiltoniano Hy cuando a < ¢; (i = 1, 2).

5. Ecuacién secular: perturbaciones con degeneracion f

Supongamos que queremos resolver la ecuacién de Schrodinger
H | ¢n) = En | ¢n), H=Hy+ \H'

siendo H' <« Hj la perturbacién. En el caso degenerado se tiene que Hy | ¢§O)> = E%O) | ¢§0)> para
i=1,2,..., f, es decir

0 0 0 0 0
[1"). 1 857), | 07 |07 | D)
estados con la misma energia E{” estados con diferente energia
usando la expansion
f
[ dn) =D al™ | 6, a; € C,
i=1

y luego reemplazéndola en la ecuacién de Schrodinger H | ¢,) = Ey, | ¢n), usando la ortogonalidad de las

funciones de onda, i.e, (qﬁgo) | QSEO)) = 0;; y ocupando

Ho | ¢{”) = EQ | ¢\, i=1,2,..,f

demuestre que se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

f
o™ (E§°) B, + /\H;i) + 3 aH, =0,
i#j,i=1
donde
Hyy = i | H' | 4",
dado que queremos resolver este sistema matricial para los coeficientes agn) de manera de no obtener solu-

ciones triviales, imponiendo que el determinando del sistema sea igual a cero, deduzca la famosa ecuacion
secular

(B0 moom) o . am
N, <E§0> B+ )\H§2) AHj,
. =0, ecuacion secular
AHY, AH}, (Ef)) — E, + \H} f)

donde se tiene que hallar F,, como solucién de este determinante.



6. Rotor Cuantico

Considere dos particulas de igual masa que estdn separadas a una distancia d fija, ambas partculas tienen
cargas opuestas y por ende forman un dipolo eléctrico. Este dipolo eléctrico puede rotar en el plano XY con
respecto al eje que pasa por su centro, tal como se muestra en la figura

Como el rotor puede girar entonces su Hamiltoniano Hy estd asociado a su energia rotacional, de esta manera

_L
T or

donde L = |r x p| es el momentum angular e I es su momento de inercia. Usando coordenadas polares y
promoviendo p = —iAV se obtiene que
—h? d?
07 21 ap®
Suponga que en cierto momento se coloca un campo eléctrico débil E = E,Z que genera una interaccion
dipolar eléctrica dada por el Hamiltoniano

H' = —QdE, cos 0,

(a) Resuelva el problema Hy | 1/1$LO)> =g | 1/17(10)> y demuestre que las autofunciones de onda normal-
izadas del rotor cudntico estan dadas por

1 .
| ) = ——¢inf, n=0,+1,+2, ...
V2T
y que los niveles de energia son simplemente
h2 2
(0) — 27; : n=0,+1,42, ..

(b) Dado que todas las funciones de onda | 1/191) poseen la misma energia, entonces estamos bajo un
problema con doble degeneracién, donde H = Hy+ AH'. Usando teorfa de perturbaciones degeneradas

para
1 inf 1 —inb
= e s == e
| ¢1> m | 1/’2) \/ﬂ )
calcule los elementos de matrices Hj,, Hjy y Hiy, y usando la ecuacién secular para E%O) = E(io,)L

encuentre los niveles de energia E,, que son los niveles de energfa tales que H | ¢,,) = Ey, | ¢n).



(c) Usando la ecuacién

2
) (RO ") gt _
ol (B = B+ MM} )+ > alVH), =0
i i=1

. n .
encuentre los coeficientes ag ) una vez que ya ha encontrado las dos soluciones para F,. Estos coefi-

cientes nos permiten escribir
2
[ dn) = D al?) [ ),
m=1

y asi construir un autoestado del Hamiltoniano completo H = Hy + AH’ cuya energia es E,, (halladas
en la parte (b)).

7. Perturbaciones con degeneracion triple: La caja cuantica 3D

Considere un pozo de potencial cibico de largo L cuyas autofunciones de onda estd dadas por

| 1/J(0) )= g ¥ sin (nﬁm) sin (ngﬂy) sin <n37r2>
renznsl o\ g L L L)’

donde 0 < x < L,0<y < Ly0<z< L. Los niveles de energia estan dados por

) 7T2h2

2 2 2
ni,na,nz omL2 (nl +ny + ns) ) n; € N,

en este sistema se observa que el primer estado excitado posee degeneracion triple, en otras palabras, las
funciones de onda

| 1) =] (%), | ) =] 990, | ) =] ¥))

w2h?
mL?"

poseen la misma energia, puesto que E;O) = Fi12 = F121 = F511 =3 Supongamos que se introduce la

perturbacion

Y

I Vo si 0<z<a/2 0<y<a/2
N 0 en cualquier otro lugar

de modo que H = Hy + AH’. Usando la ecuacién secular para f = 3 demuestre que

T2h2 )\% para | 1)
E, = SW +4 AM1+E)Y para | 4)
AL —k) para |s)

donde k = (8/3m)2.

8. Red Balmer line: Fine Structure

Considere el atomo de Hidrogeno y todas las transiciones posibles de n = 3 hacia n = 2 debidas a la
estructura fina. Recuerde que la correccién perturbativa a primer orden de la estructura fina estd dada por

2
(1) En 4n
EYD _ ([, = 3_
nj = (Hy) 2mc2( j—&-é)’

donde 13.6 oV
B, = -0 n=1,2,3,...
n

es el espectro del dtomo de Hidrégeno sin perturbar. Para resolver este problema haga lo siguiente



(a) Primero calcule todas las energias posibles para n = 2 y n = 3, para ello recuerde que
l=0,...,n—1, J=1=1/2],...,0+1/2

donde el niimero cuantico J = L + S es el momentum angular total, siendo L el momentum angular
orbital y S el momentum angular de spin del electrén (s = 1/2).

(b) Luego encuentre las 6 transiciones posibles desde n = 3 hacia n = 2, dibijelas todas y encuentre
la frecuencia del fotén emitido en cada transicion.

9. Hyperfine Splitting: The 21 cm line in Astrophysics

El hamiltoniano de la estructura hiperfina estd dado por

2 1 2
Hj, = 09 (3(Sy - 1)(Se - 7) = Sy So) + 50—, - S.0%(r),

8rmpme 13 MM

donde §), y S, son los operadores de spin del protén y el electrén, respectivamente. El factor g = 2. Usando
teoria de perturbaciones tiempo independiente no degeneradas para el caso en que quiere perturbar el estado
fundamental del dtomo de Hidrégeno, es decir, cuando el atomo se encuentra en el estado

1
V2mad

usted puede hallar la correcciéon a primer orden debido a este Hamiltoniano, para ello haga lo siguiente

—r/a

| 100) = Rio(r)Yoo(0, ¢) =

e

(a) Calcule el valor expectacién (Hj ) usando el estado | ¥100), para ello primero demuestre que

27 ™
4
/ / (a~f)(b~f)sin9d9d¢:%(a-b), Y a,be R,
o Jo
use 7 = (sin 0 cos ¢, sin 0 cos ¢, cos f). Usando esta identidad demuestre que por un parte
1 N .
(5 B(8p - 7)(Se-7) = 8- 8e)) =0,
(b) Ahora demuestre que
4gh* 1 3
Hy)=——"0s—=S(S+1)— =
< hs> 3mpm302a42( ( + ) 2)7
para tendrd que usar el radio de Bohr dado por
N 47T€0h2
T mee?

y la relacién poeg = ¢~ 2. Ademés le serd ttil trabajar con el operador de spin del sistema electrén-
protén S = S, + S, de modo que

1
Sp-Se =5 (5= 8- 5),

(c) Demuestre que el fotén emitido en la transicién del estado triplete S = 1 al estado singlete S = 0

tiene una longitud de onda

c ch
)\—;—E—Zlcm7

que es la famosa linea
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