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Medicién de probabilidades en sistemas de dos particulas de spin
1/2

Considere un sistema formado por dos electrones, de modo que la funcién de onda de spin del sistema puede
escribirse de manera general como

| ) = a[t1) [T2) + B [T1) Ha2) + 1) [T2) +6 [{1) Ha2),

donde
M =l1/2 172, ) =l12 —12), =12

siendo i el indice que etiqueta a ambas particulas. Demuestre lo siguiente

(a) La probabilidad de medir simultdneamente la particula 1 con spin up a lo largo del eje y y la
particula 2 con spin up a lo largo de eje z es simplemente

1 .
P(Tya/]\z) = §|O[ - Z'Y|27
(b) La probabilidad de medir a la particula 2 con spin down a lo largo de eje = estd dada por

1 1

Relaciones de conmutacion

Demuestre que si uno trabaja con un sistema de dos particulas y define el operador vectorial de spin como
S=8W 483

siendo S el operador vectorial de spin de la particula i-ésima (i = 1,2), entonces se cumplen las siguientes
reglas de conmutacién

152, §M] = 2ih (s“) X s<2>) . [S%,8D) = —2in (S“) X s<2>) :
donde S? = S - S. Para esta demostracién le serd ttil usar las realciones de conmutacién
1S, SV = iheyasyY, {SV, 8N} = 2m25,1,

para A = 1, 2. También le seré 1itil saber que la contraccién de un tensor antisimétrico con un tensor simétrico
siempre es nula, por ejemplo
€ijk0jk = 0,

siendo €;j, el tensor de Levi-Civita (antisimétrico) y d;i el tensor de Delta de kronecker (simétrico).
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Coeficientes de Clebsch-Gordan

Suponga que se tiene un sistema de dos particulas, donde la primera particula posee spin 1/2, vale decir,
s1 = 1/2 y que no sabemos nada acerca del spin de la segunda particula, al cual le llamaremos simplemente
$2. Supongamos que estamos analizando el estado | s m) definido como

|s m)=A|1/2 1/2) | s2 (m—1/2))+ B|1/2 —1/2)|se (m+1/2))
usando la ecuacién de autovalores
S%|s m)=h*s(s+1)|s m),

sabiendo que
52 — (S<1>)2 n (5(2))2 L5 . g

v que los operadores de subida y bajada actiian de la siguiente manera

Sils m)=hs(s+1)—m(m=*1)|s (m=*1)),

con Sy = S, +15,, entonces deduzca que

Ao sotm+1/2 B saFm+1/2
B 289 +1 B 259 +1

Hamiltoniano de la interaccién dipolar

Dos particulas de spin 1/2 estdn separadas a una distancia a = a2 e interactiian solamente a través de la
energia dipolar magnética
By (- a)(py - a)
H= -3
a3 a®

)

donde p; (j = 1,2) es el momento magnético de la particula j-ésima (j = 1,2). El sistema de dos spines
consiste en autoestados de los operadores S? y S..

(a) Usando la relacién p; = —v8; y las identidades

Sy S, — % (5,2 N (S<1>>2 B (Sm))z) 7 S = % (Sﬁ - (Sél)>2 B (s§2))2) ,

y sabiendo que
S%|s m) = h*s(s+1)|s m)
S.|sm) = hm|s m)

deduzca que para el caso s; = so = 1/2 el Hamiltoniano del sistema puede escribirse como

ok 2
H=5 (5(5+1)—-352),

(b) Encuentre las autoenergias de los estados tripletes (| 1 1), |1 0) y | 1 —1)) y para el estado
singlete | 0 0).



(c) Encuentre la funcién de onda para todo instante de tiempo suponiendo que inicialmente el estado
del sistema es ﬁ (11 1)+]1 0)+]1 —1)+ |0 0)), para ello use la expansién

iEsmt
| x(t)) = Z Qsm | 8 m)e” 1, asm € C,

en donde Es,, es la autoenergia correspondiente al estado | s m), la cual fue hallada en (b). Se suele
usar la representacion

1) = , 110)=

, |0 0) =

O OO OO o+
O OoOOoO OO~k O

Medicién simultanea en un sistema de dos spines
Suponga que tiene dos particulas de spin 1/2 y que ambas se encuentran en el estado singlete. Sean

S((Ll) : el operador de spin de la particula 1 a lo largo de eje a

SéQ) : el operador de spin de la particula 2 a lo largo de eje b

si @ = 4(a, l;), entonces demuestre que

h2
<S(§1)Sl§2)> =~ cos 0,



